Metoda explicit (jawny), a implicit (niejawny)

Do rozwigzania probleméw zwigzanych z symulacjami CFD wykorzystuje sie rozne
narzedzia. Sposoéb, w jaki narzedzia te sg taczone i wykorzystywane do danego rozwigzania mozna
nazwac¢ technikami CFD. Niezaleznie od tego, ktére konkretnie techniki si¢ wybierze do
rozwigzania danego problemu okaze sie, ze dana technika nalezy do jednego lub drugiego z
dwdch réznych ogdlnych podejs¢, podejscia jawnego lub podejscia niejawnego.

Aby zrozumiec réznice pomiedzy tymi dwoma podejsciami, najlepiej jest wykonac¢ to na
przyktadzie. Dla uproszczenia, bedzie to przedstawione na jednowymiarowym réwnaniu
przewodzenia ciepta okreslonego rownaniem (1):
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Bede traktowac réwnanie (1) jako ,rownanie modelowe”. Wszystkie niezbedne punkty
dotyczace podejs¢ jawnych i niejawnych mozna wykonaé przy uzyciu tego rownania modelowego
bez przechodzenia do dodatkowej ztozonosci rzadzacych réwnan przeptywu. Réwnanie
rézniczkowedT /0t mozna przedstawié za pomocg réznicy w przod (forward difference) oraz
02T /0x? za pomoca centralnej réznicy drugiego rzedu (central second difference), co prowadzi
do szczegoblnej postaci réwnania rézniczkowego przedstawionego ponizej jako réwnanie (2):
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Po dokonaniu pewnych przeksztatcen, powyzsze réwnanie mozna zapisac jako:
I = T (T, 2T 4 T ) “
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Przeanalizujmy implikacje réwnania (1) i jego odpowiednika w postaci réwnania
rozniczkowego (3). Nalezy wspomnieé, ze réwnanie (1) jest parabolicznym réwnaniem
rozniczkowym czagstkowym. Bedac réwnaniem parabolicznym, réwnanie to nadaje sie do
rozwigzania zmiennego w czasie. Aby by¢ bardziej szczegétowym, rozwaze siatke réznic
skonczonych naszkicowang na Rys. 1. Zatoze, ze T jest znane we wszystkich punktach siatki na
poziomie czasu n. Krok w czasie oznacza, ze T wszystkich punktéw siatki na poziomie czasun + |
sg obliczane na podstawie znanych wartos$ci na poziomie czasu n. Po zakonczeniu tych obliczen
mamy znane wartosci na poziomie czasu n + |. Nastepnie ta sama procedura jest uzywana do
obliczenia T wszystkich punktéw siatki na poziomie czasu n + 2, przy uzyciu znanych wartosci na
poziomie n + |I. W ten sposdb rozwigzanie jest stopniowo uzyskiwane poprzez podawanie
kolejnych krokéw czasowych. Zwracajgc uwage na réwnanie (3), wida¢ prosty mechanizm
realizacji tego rozwigzania w czasie. Nalezy zauwazyé, ze réwnanie (3) jest zapisane z
wtasciwosciami na poziomie czasu n po prawej stronie i wtasciwosciami na poziomie czasu n + |
po lewej stronie. Przypominajac jeszcze raz, wszystkie wtasciwosci na poziomie n sg znane, a te
na poziomie n + | majg zostac obliczone. Szczegdlnie istotne jest to, ze w rownaniu (3) pojawia sie
tylko jedna niewiadoma, a mianowicie Ti"“. Stad réwnanie (3) pozwala na natychmiastowe
rozwigzanie Tl-”+1 na podstawie znanych wtasciwosci na poziomie czasu n. Réwnanie posiada
tylko jedna niewiadoma - nic prostszego. Dla przyktadu, mozna przeanalizowa¢ siatke pokazanag
na Rys. 2, gdzie przedstawione jest rozmieszczenie siedmiu punktéw siatki wzdtuz osi x.
Zapisanie rownania (3) dla punktu siatki 2 przyjmie nastepujgca forme:
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p * Kierunek kolejnych krokéw czasowych

Wielkosci w chwili czasowej n+2 do
obliczenia na podstawie znanych wartosci
na poziomie n+1

n+l - - — - Wielkosci w chwili czasowej n+1 do
obliczenia na podstawie znanych wartosci
Ar na poziomie n
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n - ——— - +——  Wielkosci znane w chwili czasowej n
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Rysunek 1 llustracja krokéw czasowych

Pozwala to na bezposrednie obliczenieTZ"Jrl , poniewaz wszystkie wielkosci po prawej
stronie réwnania (4) sg znane. Nastepnie, zapisujgc rownanie dla punktu 3, réwnanie (3) jest
zapisane jako:
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Pozwala to na bezposrednie obliczenieT3"Jrl ze znanych liczb po prawej stronie réwnania
(5). W ten sam sposob, poprzez sekwencyjne zastosowanie réwnania (3) do punktow siatki 4, 5
6, otrzymuije sig kolejno wartosci T)**t, T2, and TR,

To, co wtasnie zostato przedstawione powyzej, jest przyktadem podejscia jawnego. Z
definicji, w podejsciu jawnym kazde réwnanie rézniczkowe zawiera tylko jedng niewiadoma i
dlatego moze by¢ rozwigzane jawnie dla tej niewiadomej w prosty sposdb. Nie ma nic prostszego.
To jawne podejscie jest zilustrowane na rys. 2. Modut ten zawiera tylko jedng niewiadoma na
poziomie czasun+ 1.
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Rysunek 2 Modut réznic skoriczonych w schemacie jawnym



W odniesieniu do punktéw siatki 1 i 7 na rys. 2, rozwigzanie parabolicznego rownania
rézniczkowego czgstkowego zaktada okreslenie warunkow brzegowych. W odniesieniu do rys. 2
oznaczato,zeT; orazT,, ktdrereprezentujg T odpowiednio na lewejiprawej granicy, sg znanymi
liczbami na kazdym poziomie czasu.

Réwnanie (2) nie jest jedynym rownaniem rézniczkowym, ktére moze reprezentowac
rownanie (1); w rzeczywistosci jest to tylko jedna z wielu réznych reprezentacji oryginalnego
rownania rozniczkowego czgstkowego. Jako kontrprzyktad do powyzszej dyskusji dotyczacej
podejscia jawnego, mozna by¢ nieco odwazniejszym i zapisac rownanie (1) w inny sposoéb. Tym
razem réznica po prawej stronie réwnania bedzie zapisana w kategoriach srednich wtasciwosci
miedzy poziomami czasu nin + 1. Oznacza to, ze rownanie (1) bedzie przedstawione jako:
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Specjalny typ rézniczkowania zastosowany w rownaniu (6) jest nazywany formg Cranka-
Nicolsona. (Rézniczkowanie Cranka-Nicolsona jest powszechnie stosowane do rozwigzywania
problemoéw zwigzanych z réwnaniami parabolicznymi. W CFD forma Cranka-Nicolsona lub jej
zmodyfikowane wersje sg czesto uzywane do rozwigzywania réwnan warstwy brzegowej metoda

réznic skonczonych). Nalezy przyjrze¢ sie doktadnie réwnaniu (6). Niewiadoma Tl-"Jr1 jest

wyrazona nie tylko w kategoriach znanych wielkosci na poziomie czasu n, T/, T{*, T | ale takze

w kategoriach innych nieznanych wielko$ci na poziomie czasu n + 1, a mianowicie T/*4* i T/*h1.

Innymi stowy, réwnanie (6) reprezentuje jedno réwnanie z trzema niewiadomymi Tl-’f;l, TL-"+1 oraz
Tirfjl. W zwigzku z tym réwnanie (6) zastosowane w danym punkcie siatki i nie jest niezalezne.
Réwnanie (6) musi by¢ zapisane we wszystkich wewnetrznych punktach siatki, co skutkuje
uktadem roéwnan algebraicznych, z ktérych niewiadome Tl-"+1 dla wszystkich i moga byc¢
rozwigzane jednoczesnie. Jest to przyktad podejscia niejawnego. Z definicji podejscie niejawne to
takie, w ktorym niewiadome muszg by¢ uzyskane za pomoca jednoczesnego rozwigzania rownan
rozniczkowych zastosowanych we wszystkich punktach siatki rozmieszczonych na danym
poziomie czasu. Ze wzgledu na potrzebe rozwigzywania duzych uktadéw jednoczesnych réwnan
algebraicznych, metody niejawne sg zwykle zwigzane z manipulowaniem duzymi macierzami. W
tym momencie tatwo jest odnie$S¢ wrazenie, ze podejscie niejawne obejmuje bardziej ztozony
zestaw obliczen niz podejscie jawne omdwione wczesniej. W przeciwienstwie do prostego
jawnego modutu réznic skonczonych pokazanego na Rys. 2, modut niejawny dla rownania (6) jest
naszkicowany na Rys. 3, wyraznie okreslajac trzy niewiadome na poziomie n + 1.

Uscislajac, uzywajac jako przyktadu siedmiopunktowej siatki przestrzennej pokazanej na
rys. 3. Réwnanie ( 6) mozna przeksztatcié, aby wyswietli¢ niewiadome po lewej stronie i znane
liczby po prawej stronie. Wynikiem jest:
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Rysunek 3 Modut réznic skoriczonych w schemacie niejawnym

Upraszczajgc nomenklature, oznaczajac nastepujace wielkosci przez A, B, i K;
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Mozna zapisa¢ Réwnanie (7) w nastepujacej formie
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Nalezy zauwazy¢, ze K; w rownaniu (8) sktada sie z wtasciwosci na poziomie czasu n, ktére
sg znane. Stad K; jest znang liczbg w réwnaniu (8). Wracajac do rys. 3, mozna zastosowac
réwnanie (8) sekwencyjnie do punktéw siatki od 2 do 6.

Dla punktu 2 AT, — BT, + AT; = K> ©

Dla wygody mozna zrezygnowac z indeksu goérnego; tatwo zapamietac, ze Ty, T,, and T3
reprezentuja trzy wartosci na poziomie czasu n + 1, a K, jest znanag liczba. Ponadto, ze wzgledu
na okreslone warunki brzegowe w punktach siatki 1 i 7, T; w rdwnaniu (9) jest liczbg znana. W
zwigzku z tym w réwnaniu (9) wyrazenie obejmujace znang wartos¢ Ty mozna przenies¢ na prawa
strone, co daje wynik:

10,
—BT>; + AT, =K2"AT1 (70

Oznaczajac K, — AT, jako K3, gdzie K; jest znana liczba, réwnanie (10) jest zapisane jako:
—BT; +AT3=KF2 (11)



Dla punktu 3 AT> — BT3 - ATy = K5 (2

Dla punktu 4 ATy — BTy + AT; = K, (73

Dla punktu 5 (14)

ATy — BTs + ATy = K5

Dla punktu 6 ATs — BTy + AT; = K, (15)

W réwnaniu (15), poniewaz punkt siatki 7 znajduje sie na granicy, T, jest znany z
okreslonego warunku brzegowego. Stad réwnanie (15) mozna przeksztatcic¢ jako:

ATs — BTg = Kg — AT, = K (16)

Gdzie K¢ jest znana liczba.
Roéwnania od (11) do (14) i (16) to pie¢ rownan dla pieciu niewiadomychT,, T3, Ty, Ts, i Tg .
Ten uktad rownan mozna zapisa¢ w postaci macierzowej w nastepujacy sposoéb:
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Macierz wspotczynnikéw jest macierza trojdiagonalng, zdefiniowang jako posiadajgca
niezerowe elementy tylko wzdtuz trzech przekatnych, ktére sg oznaczone trzema przerywanymi
liniami w réwnaniu (17). Rozwigzanie uktadu réwnan oznaczonego réwnaniem (17) wymaga
manipulacji uktadem macierzy. Takie rozwigzania sg zwykle uzyskiwane za pomoca algorytmu
Thomasa, ktory stat sie niemal standardem w rozwigzywaniu tréjdiagonalnych uktadéw réwnan.

Oczywiscie, na podstawie powyzszego przyktadu, podejscie niejawne jest bardziej
zaawansowane niz podejscie jawne. Nie jest to jednak cata historia. Réwnanie modelowe, ktére
zostato wybrane, a mianowicie réwnanie (1), jest liniowym rdéwnaniem rézniczkowym
czgstkowym i prowadzi do liniowego réwnania rézniczkowego, takiego jak réwnania (3) i (6). Z
drugiej strony, co sie dzieje, gdy rzadzace réwnanie rézniczkowe czastkowe jest nieliniowe? Na
przyktad, kiedy dyfuzyjnos$é termiczna a w réwnaniu (1) jest funkcjg temperatury, tj. z réwnania
(1):
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Roéwnanie (18) jest teraz nieliniowym réwnaniem rézniczkowym czgstkowym. Nie ma to
praktycznie zadnego wptywu na podejscie jawne, w ktérym rodwnanie rézniczkowe moze byé
zapisane dla réwnania (18), analogicznie do réwnania (3), jako:
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Réwnanie (19) jest nadal liniowe z pojedyncza niewiadoma Ti”“ , poniewaz a jest
obliczane na poziomie czasu n, tzn. @ = a(T}*), gdzie T{* . Z drugiej strony, jesli do réwnania (18)
stosowana jest metoda Cranka-Nicolsona, prawa strona jest obliczana jako Srednia miedzy



poziomamiczasunin+ 1, wwyniku czego a(T) jest reprezentowana przez%[a(Ti”“) + a(TM).
Wynikowe réwnanie rézniczkowe ma postaé¢ réwnania (7), z tym wyjatkiem, ze teraz a jest
wszedzie zastgpowane przez %[a(Ti”“) +a(Ti”)]. Oczywiscie nowe réwnanie rdzniczkowe
obejmuje iloczyny zmiennych zaleznych, takie jak [a(T/"*)IT{ 7 [a(TMITAYY i
[a(T/D)ITE. Innymi stowy, wynikowe réwnanie rézniczkowe jest nieliniowym réwnaniem
algebraicznym. Rozwigzanie niejawne wymagatoby zatem jednoczesnego rozwigzania duzego
uktadu réwnan nieliniowych - co jest wyjatkowo trudnym zadaniem. Jest to ogromna wada
podejscia niejawnego. Aby obejsc¢ ten problem, rdwnania rézniczkowe sa zwykle ,linearyzowane”
w sposob przyblizony. Na przyktad, w rownaniu (18) a jest po prostu obliczane na poziomie czasu
n, a nie jako Srednia miedzy poziomaminin + 1, wéwczas w réwnaniu rézniczkowym nie pojawig
sie zadne nieliniowe wyrazenia algebraiczne.

Majac na uwadze ztozonos¢ podejscia metody niejawnej w stosunku do podejscia metody
jawnej, natychmiastowe pojawia sie pytanie: po co w ogole zajmowac sie podejsciem
niejawnym? Dlaczego nie zawsze stosowac podejscie jawne? Niestety, zycie nie jest takie proste.
Nie wspomniano jeszcze o najwazniejszej réznicy miedzy podejsciem jawnym i niejawnym.
Nalezy zauwazyé, ze przyrosty Ax i At pojawiajg sie we wszystkich powyzszych réwnaniach
rézniczkowych. W przypadku podejscia jawnego, po wybraniu Ax, At nie jest niezaleznym,
arbitralnym wyborem. At jest raczej ograniczone, aby byto réwne lub mniejsze od pewnej wartosci
okreslonej przez kryterium stabilnosci. Jesli At jest wieksze niz limit narzucony przez kryterium
stabilnosci, procedura kroku w czasie szybko stanie sie niestabilna, a program komputerowy
szybko sie wytaczy z powodu, ze liczby zmierzajg do nieskoriczonosci lub bedzie trzeba wyliczy¢
pierwiastek kwadratowy z liczby ujemnej. W wielu przypadkach At musi by¢ bardzo mate, aby
zachowac stabilnos¢. Moze to skutkowac¢ dtugim czasem pracy komputera w celu wykonania
obliczen w danym przedziale czasu. Z drugiej strony, nie ma takich ograniczen stabilnosci w
podejsciu niejawnym. W przypadku wiekszosci metod niejawnych stabilnos¢ moze byc¢
utrzymywana przy znacznie wiekszych wartosciach At niz w przypadku metody jawnej. W
rzeczywistosci niektére metody niejawne sg bezwarunkowo stabilne, co oznacza, ze kazda
wartos¢ At, bez wzgledu na to, jak duza, przyniesie stabilne rozwigzanie. W zwigzku z tym, w
przypadku metody niejawnej, wymagana jest znacznie mniejsza liczba krokéw czasowych do
pokrycia danego przedziatu czasu w poréwnaniu z metodg jawnag. Dlatego w przypadku
niektérych zastosowan, cho¢ podejscie niejawne wymaga wiekszej liczby obliczern na krok
czasowy ze wzgledu na swojg ztozonos$é, mniejsza liczba krokéw czasowych potrzebnych do
pokrycia danego przedziatu czasu moze ostatecznie prowadzi¢ do krétszego czasu dziatania na
komputerze w poréwnaniu z podejSciem jawnym.

Jednakze trzeba zdawaé sobie sprawe, ze istnieje wada duzych wartosci At
dopuszczalnych dla metod niejawnych. Aby to zrozumiec, nalezy przypomniec, ze krok czasowy
w kontekscie CFD jest wykorzystywany do osiggniecia jednego lub drugiego z nastepujacych
celow:

1. Uzyskanie rozwigzania w stanie ustalonym poprzez przyjecie arbitralnych warunkéw
poczatkowych dla pola przeptywu, a nastepnie obliczenie przeptywu w krokach czasowych,
przechodzgc do wystarczajgco duzej liczby krokéw czasowych, az do osiaggniecia koncowego
przeptywu w stanie ustalonym przy duzych wartosciach czasu. W tej sytuacji koncowy stan
ustalony jest pozadanym wynikiem, a krok czasowy jest po prostu srodkiem do tego celu.

2. Uzyskanie doktadnego rozwigzania czasowego przeptywu z natury niestatego, takiego
jak zmienne w czasie pole przeptywu nad pochylonym ptatem lub naturalnie niestaty wzor
przeptywu, ktéry wynika z wielu oddzielonych przeptywow.

W odniesieniu do punktu 1 powyzej, procedura kroku czasowego nie musi by¢ doktadna
w czasie; musi jedynie, w jaki$ sposdéb, ostatecznie zblizy¢ sie do prawidtowego pola przeptywu
w stanie ustalonym. Z drugiej strony, w przypadku punktu 2 powyzej, doktadnos¢ czasowa
metody zmiennejw czasie jest absolutnie konieczna - jest to zmiennos$¢ czasowa pola przeptywu,
ktéra uzytkownik chce rozwigza¢. W tym miejscu do rozwazan wkracza wada podejscia



niejawnego wykorzystujgcego duzg wartos¢ At. Oczywiste jest, ze wraz ze wzrostem At rosnie
btad obcinania zwigzany z wyrazeniem réznicowym dla pochodnej czasowej. W tym przypadku
metoda niejawna wykorzystujaca duze wartosci At moze niedoktadnie definiowa¢ zmiennos¢
czasowa pola przeptywu. W takiej sytuacji zaleta podejscia niejawnego moze zostac catkowicie
zanegowana.

Co to wszystko oznacza? Oznacza to po prostu, ze istniejg przypadki, w ktorych
zastosowanie metody jawnej ma najwiekszy sens i inne, w ktérych metoda niejawna jest
najlepszym wyborem. Aby poméc dokona¢ wyboru, ktérg metode wybrac¢, ponizej zostaty
zapisane gtowne zalety i wady tych dwoch podejsé.

Podejscie jawne

Zaleta - stosunkowo prosta konfiguracja i programowanie.

Wada - W odniesieniu do powyzszego przyktadu, dla danego Ax, At musi by¢é mniejsze niz
pewien limit narzucony przez ograniczenia stabilnosci. W niektérych przypadkach At musi by¢
bardzo mate, aby zachowac stabilnos¢; moze to skutkowac dtugim czasem pracy komputera.

Podejscie niejawne

Zaleta - stabilno$¢é moze by¢ utrzymywana przy znacznie wiekszych wartosciach At, a
zatem przy uzyciu znacznie mniejszej liczby krokéw czasowych. Skutkuje to krotszym czasem
pracy komputera.

Wada - bardziej skomplikowana konfiguracja i programowanie.

Wada - w kazdym kroku czasowym wymagane sg zwykle ogromne manipulacje
macierzami, czas pracy komputera na pojedynczy krok czasowy jest znacznie wiekszy niz w
podejsciu jawnym.

Wada - poniewaz mozna przyja¢ duze At, btad obliczeniowy zwigzany z obcieciem jest
duzy. Skutkuje to tym, ze uzycie metod niejawnych do $ledzenia doktadnych standéw
nieustalonych moze nie by¢ tak doktadne, jak podejscie jawne. Jednak w przypadku rozwigzania
zaleznego od czasu, w ktorym pozadanym wynikiem jest stan ustalony, ta wzgledna
niedoktadno$é czasowa nie jest istotna.



